数列 不 等 式 证 明 策 略 


数列 与 不 等 式 都 是 数学 高 考 中 的 重点 内 容 ， 将 两 者 结合 起 来 的 问题 ， 我 们 称 之 为 数列 不 
等 式 问题 . 数列 不 等 式 问题 ， 是 近年 来 高 考 命题 新 宠 . 解决 该 类 问题 ， 有 时 既 要 用 到 不 等 式 


的 思路 与 方法 ， 又 要 结合 数列 本 身 的 结构 与 性 质 . 
策略 一 ”数学 归纳 法 


数学 归纳 法 是 一 种 重要 的 数学 订 
用 数学 归纳 法 证 
(1) 证 明 当 


E 明 方法 和 思想 方法 ， 有 ] 
明 一 个 与 正 整 数 n 有 关 的 命题 的 步骤 是 


泛 


n 


的 应 用 . 


取 第 一 个 值 。( 例 如 =1 或 2 等 ) 时 结论 正确 | 


(2) 假设 当 n=k 01514, 1/770) 时 结论 正确 ， 证 明 当 n=k+1 时 结论 也 正确 . 
ed 
例 1 还 明 不 等 式 1+ -万 + “+ ieN). 
证 一 ”用 数学 归纳 法 : 
(1) 当 n=1 时 ，1<2， 不 等 式 成 立 . 
(2) 假设 当 n = 时 不 等 式 成 立 ， দা লিন 
[141 1) 
那么 1+ 一 + 一 +…+- 一 <2Vk+ 
er a fT 
_2 k(Kk+1)+1 K+(K+D+l 
而 2Vk 2Vk+1, 
বনি Vk+l Vk+l 
因此 ， 当 n=k+1 时 不 等 式 也 成 立 . 由 (1) 和 (2) ঢ রি 对 一 切 ne N ， 不 等 式 成 立 ， 
1 1 
证 二 “利用 递 推 关 系 : 因为 一 天 = -天 一 一 
i 利用 递 推 关系 为 了 মাত “বন ; =Vk— VE- 
0 720-7-7065), 
把 上 式 的 大 遍 取 1，2,…，n， 就 有 
120] -0 了 20 _ Vl ， 一 
(v1— v0), (৬2 -1), র্‌ 
1 
把 以 上 各 式 两 边 相 加 ， 即 得 1 Se 2২7. 
ন 可 “রণ দি Vn 
例 2 已 知 函数 (x) = wx 安 的 最 大 值 不 大 于 二 ， 又 当 re[, 习 时 /০)৯২. 
CI) 求 a 的 值 ; 
(I) 设 0<w< 二 ，a =ja)，mneN ， এ, ৫1. 
771 
(1১ 解法 1 于 f(D)=ax- 了 x 的 最 大 值 不 大 于 二 ， 7৮1/(4 ৫) শত, পর] ৫2 1. 


১ 
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সল্ট /০)৯৪, 所 以 


由 (GD@ 得 a =1. 


1 1 a 3 1 
ভে রি 
即 [৫1 . @ 
ae a 3১1 
4 8? 4 32 8 


CI ) 证 法 一 : (i) 当 n=1 时 ， 0৫4১ ১০৫৭, 47788 


央 f(x)>0,， xe(0,3), 所 以 0<a,= 


f(a) < <5 ， 故 n=2 时 不 等 式 也 成 立 . 


(1) 假设 n=k(k 宇 2) 时 ， 不 等 式 0 <a, < 二 二 成 立 
十 


048/0)-৭-3 的 对 称 轴 x- 工 


得 0< /oo)< 7 
1 3 1 


, 知 7 在 [0, 习 ] 为 增 函 数 ， 所 以 由 0<w < 一 < 


] 


= Ry = 
于 是 有 0< a < 


k+l 2 (K+1) 


所 以 当 n=k+1 时 ， 不 等 式 也 成 立 . 


1 1 k+4 1 
es < 


Kt+2 Kk+2 k+2 2K+1) (K+2) 242 


根据 0) (i) 可 知 ， 对 任何 ne NM ， 不 等 


证 法 二 : 〈i) 当 n=1 时 ，0 <a < 二 


Ea 


式 a, < 一 成立 


অঞ্ল0 এ, এ টি 
741] 


(7) 假设 n=k(k 实 有) 时 不 等 式 成 立 ， 即 0<a, < 一 -， 
十 


因 (E+2)a, ৯০, 1-3 >0， 


ঢ//+2)4,10-54)৯1 


于 是 0 < ci < 一 -一 রঃ 
2. 


因此 当 n =k+1 时 ， 不 等 式 也 成 立 . 


2 


根据 0) (i) 可 知 ， 对 任何 ne NM ， 不 等 


证 法 三 : (i) 当 n=1 时 ，0 <a < 二 


(ii) 假设 4=k( 宇 人 时 ，0 <a, < 


ঠ 


111751411৮1 9015 2) (Kk+2)a,:(1— 24) 


3 1 
5572 ঁ 52 


টিটি, 


式 a, < 一 二 成 立 


SO 
n+l 


?9 


则 当 n=k+1 时， 


1 3 1 
右 0< ak < 27 010-%৭-৪50-74)4% «2 ৫) 
1 3 1 3 21+1 1 1 
车 一 一 二 4 < 一 -, 则 0<w =wd- 二 au)< 一 (1 -二 x 一 一)= ৪ 
22 tn = A 2 9 大 十 1( 2 “= 24842: 大 +2 


由 中 @ 知 当 n=k+1 时 ， 不 等 式 0 <a, < 一 一 也 成 立 ， 


দি 2 


页 
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根据 0) 


01) 可 知 ， 对 任何 he NM ， 不 等 式 a， < 一 二 成 立 


例 3 已 知 数列 {a} 满足 ， a =1， ৫।৯৫+25)450 ৯1,23৮), 


(1) 求证 : a 


771 
১৫, 2৯ 3- ; 


n+l n 2%71 


(2) ৮৮, =ai 一,(n=1,2,3,…)， 求 数列 {2,} 中 的 项 的 最 大 值 . 


(1) 证 法 


@ 假 设 n = 


则 ws 一 ax = 


710 


২-£ 18 a, = টন (7 =12,3…)) 


মি ] 与 > 7 
OD 当 n=1 时 ， 和 由 (1) 有 ，@ = 全 = 了 >0， 不 等 式 成 立 


K(ke NW") 时 不 等 式 成 立 . 即 m > ai 之 3 二 

9১, 

1 k+l 大 一 2 Kk k+l 
হি 503-577)- 3 十 তির তি 


“keN 
大 一 2 


时 ，2* =(+1D) ”=1+Ci+:…+l 宇 k+l 
k k+l k+2 kk Kk k+l 天 k+l 


al 全 3 一 


证 法 二 : 


27 727 7 ) 27 ) = 27 27 " 2777 27 “0 2% )-০ 
ক 
， 即 n=k+1 时 不 等 式 成 立 . 由 @ 可 知 a,, ৯, ৯৯3 
由 0771 নে (1 让 n )0， 得 Qn 67) ৫7 二 5 


易 知 a, ৯০, ৪15 .qa, > (2,3,) 


4 রোযা, -] 
累加 得 : w 一 a 2 十 二 রে 
2 2 
55288 -1 +1 . 
用 错位 相 减 法 可 求 得 二 + 广 + 方 +… 了 =2 一 一 ১283 
2222 2 2 
(2) ৮, 5৪... ৫. ৯19 >0 . 
2 
771] 
74] “n+l 
| ১78 D 2 7111, a _n+l 75951 
b, 7. 2n a, 2n 2 
2 
整理 得 : 707+1)৯0/-1)2” 


又 n 三 3 时 ，2” >n+3，..n=1,2 


从 而 知 : ৮১৯৮১ ৯০, ৮) ৯৮ ৯১ ৯০, 
৯) 中 的 项 的 最 大 值 为 记 = 二 = 了 


策略 二 ”命题 加 强 法 


有 些 数列 不 等 式 问题 直接 证 明 原 问 题 比 证 明 


擒 故 纵 ”， 先 通过 证 明 原 问题 的 某 个 “更 强 的 命题 ” 从 而 “顺手 牵 羊 ”地 


方法 我 们 称 之 


为 命题 加 强 法 ， 它 是 证 明 数 列 不 等 式 问题 的 一 种 有 效 方法 . 
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解决 原 问题 这 


=1,2,3.…) 


其 某 个 加 强 命题 更 困难 ， 这 时 ,我 们 不 妨 “ 欲 


从 不 等 式 的 结构 


ROG 


式 看 ， 加 强 命题 证 明 数 列 不 等 式 可 分 为 三 类 
1. 同 侧 加 强 
对 所 证 不 等 式 的 同一 方向 (可 以 是 左 侧 ， 也 可 以 是 右 侧 ) 进行 加 强 ， 如 和 欲 证 f(n)< 4， 

只 要 证 明 f(n)<4-B8B(B>0). 其 中 8 的 探寻 可 通过 分 析 、 归 纳 或 直接 放 缩 得 到 . 

2. 对 所 证 不 等 式 的 异 侧 进行 加 强 ， 如 要 证 f(n) < 4， 可 先 证 明 B<f(n)<4, 04৯৪8). 
异 侧 加 强 能 为 数学 归纳 法 从 k 到 +1 的 顺利 过 渡 创 造 条 件 . 因此 ， 它 往往 与 数学 归纳 法 “ 联 
টি”, 

3. 双向 加 强 

有 些 不 等 式 ， 往 往 是 某 个 一 般 性 命题 的 特殊 情况 ， 这 时 不 妨 “ 返 开 归 真 ”， 通 过 双向 加 强 

还 原 其 本 来 面目 ， 从 而 顺利 解决 原 不 等 式 . 其 基本 原理 为 : 欲 证 明 4< ff(n)<B， 只 要 证 明 

A+C<f(n)<B-C(C>0,4>B). 


3 i ] 2 1 
例 1 数列 {a,} 满足， a =2,4,, = 空 + 一 ， 求 证 : 14৫. < 本 + 一 


a n 


n 


解 : 数列 fa } 的 递归 函数 为 /CD = 荆 + 一 ， 由 f(x) =x 求 得 其 不 动 点 为 +V2 ， 为 此 ， 可 
Xx 


৬ ১ ১1-27-2751 ৮7৯ ১ ১৮ £1১ ১১ ১7 口 1 
求 出 通 项 公式 再 进行 放 缩 证 明 , 当然 , 也 可 不 求 通 项 公式 , 先 证 明 其 加 强 命题 V2 < w < V2 + 一 
71 


先 用 数学 归纳 法 证 明 加 强 命题 ， 对 一 切 正 整 数 n， 有 V2 <w <V2+ 二 ， 
n 


(1) 当 n=1 时 ，V2 <a =2<V2+1 显 然 成 立 ; 


均值 不 等 式 ， 


(2) 假设 n=k 时 ， 有 V2<a, < 7 那么 ， 当 n=k+1 时 ， 一 方面 


দর ০০» ++ > vV2 ， 等 号 当 且 仅 当 wa ,= V2 时 取得 ， 因此 ， a >wV2 . 


1 
V2+ 一 
; a, 1 i 1 1 1 
另 一 方面 ，w =- 二 + 一 < nN J <a 
টে ৮ 2 V2 21 k+l 


和 
77 


因此 ， 1424৫, 42 ++ 
7 7 


例 2 已 知 数列 {o } 满足 : 1৯5,2৯5, 2,11৯, + 6.) (7 ০2) 


(1) 求 a,; (2) 求证 : 二 + 一 HeN 
a 


৫] 02 


n 


证 明 : (1) 由 已 知 可 得 a, =3” _(-2)” 


(2) 当 )=1 时 ， 左 = 上 -= 工 , 右 = 工 .不 等 式 成 立 , 


a 5 2 
\ ba =| [7 ১] ১ 1 1 1 1 1 
将 所 证 命题 加 强 为 证 : 8 = 一 + 一 +…+ 一 乏 二 .( ) ”三 2) 现 在 
dl a, 2,» 2 3” (39)? 
用 数学 归纳 法 证 明 
1 1 1 2 1 1 2 
a a, 5 5 5 2 9 一 4 5 


,1 1 .1 1 _1 3 -2) -1 


假设 n=k 时 , 不 等 式 成 立 , 即 S, = | - 
| ততটা তা 
79 
ঢ৮-%+179)-41+-7++ ও চি ডি ০ k+l k+l 
Qi “As da: ar 2 3 一 (2) 2 3” 一 (-2) 
只 要 证 ， 工 了 -CC2) ll 2 <13 一 C2”-1 
2 34 (2)? 2 চি _ (2) 2 281 না (-2)%% 
4 k k+l k+l 
ডি ১ (sD) 9 -1 -3 


০ 
রি ইনি) টি 22) 


₹5381-(-2)%1 3 (2) 42-3৯-3702) (3) ২1 (显然 成 立 ) 


.n=+1 时 ， 不 等 式 也 成 立 . 综 上 可 得 S,<4(1-— | )<l. 
0 
时 ১ 3 3776, ্ 
例 3 已 知 数列 fo } 满足 : ql = 二 , 且 a, = 一 一 一 (8 ০৯ 25772 19) 
2 2a, ;十 7 一] 


(1) 求 数列 (9,) 的 通 项 公式 ; 
(2) 证 明 对 一 切 正 整数 n， 不 等 式 a :0 7779, <2.n! 和 恒 成 立 . 


解 : (1) 将 条 件 变 为 1 -50 ) ， 因 此 和 -二 为 一 个 等 比 数列 ， 
47 


其 首 项 为 1- 一 = 了， 公式 比 为 了， 从 而 1- 卫 = 二， 据 此 得 wu = 


1 n 


২1৮৯), ৫) 


于 


খু 有 


(2) 证明; 18৫9, 4 এ। -92 4 


২৮২৭১ 2 ] ] 
为 证 qa,……a, <2.n!， 只 要 证 neN” 时 有 (1-3) (- 云 ২ মি 


০22 ৪:0-3) 


1 1 1 
之 ] 十 一 十 … 十 一 ). 
ও 2 ৪) 
用 数学 归纳 法 证 明 @ 式 ，1%n=1 时 ，@ 式 成 立 ， 
1 1 1 1 1 1 
ঘা ] …(] 三 1 十 一 十 … 十 ， 
( 33৫ 35) লু) ও 3 তর) 
1 1 1 1 1 1 1 
টি 3০9 ৬ 
1 1 1 1 .1 1 1 1 1 1 
=1] © 37727 78 TD Wl Ce ইনু 
即 当 n+1 时 ，@ 也 成 立 ， 故 对 一 切 ne N ，@ 式 都 成 立 . 


则 当 n=k+1 时 ，(l 3 


] 

২170) 

] ] 1 1 ] 3 3 

(1 之 ] 二 一 十 … 十 一 ) = 
ক) 36) ও 32 3 


利用 @, 8 0-3)৫ 


-$+59)৯5- 故 @ 式 成 立 ， 从 而 结论 得 证 . 


策略 三 。” 放 缩 法 
(1 ১ 性 质 放 缩 法 
টি | eR RR ee 
a a a da-c a a a atc 
379১ / ২ 可 b bti+c a ar+c 
@ 真 、 假 分 数 的 性 质 : 符 a、b、ce R*+， 有 是 b<a， 则 一 < ১:৮৯ 
a atc b b+tc 
(均值 不 等 式 
人 由 函数 单调 性 


例 1 已 知 数列 满足 a =1，a,, =2a,+l(neN'). 


(1১ 求 数 列 {a,} 的 通 项 公式 ; 


01) সসুডঠে| (9,) টা) 41-41-7481 5 (6,1+10% 02577), 80]: {6b,} 是 等 差 数列 ; 


ঘাট টা: --৩২:০০ 
2 3 


a n 来 
+… 二 一 < 一 (EN ). 
d, 3 2 


n+l 


解 : ( 工 ) 由 a,, =2a,+1l(neN )， 可 得 a 


+1=2(a, +])， 


n+l 


所 以 fa + 二 是 以 oa +1= 2 为 首 项 、2 为 公 比 的 等 比 数列 ， 因 此 a, +1= 2”， 即 得 通 项 公式 


a,=2"—1l(neN’). 


নি 


1]) 证 法 一 : লি 49715487148 5025 + 及 wa 527 715 হা 4551%)% _ 2 ， 
即 2[(b +%১ +-:+৮,)-7]-77,, ৫) 
故 2[(B +৮১ ++, +%,,1)-(74+1)]1- (747 1)%,,1 © 
১৫১, দ্র 2,110) 5 (1 +1)%,1 -nb,,， 


即 (॥-1)2 


ntl 


nb, +2=0， @) 


故 nb,,, 一 (n+1)b,,+2=0. &) 


n+l 


৫), 4 7৮,,১ 一 2nb,,+nb,=0， 即 b,,, —2b, 


n+l 


+b,=0,， 


22787 =b,, 0775 1) ্ঃ 所 以 ， 也 , } 是 等 差 数 列 . 


证 法 二 : 同 证 法 一 可 得 @ 式 ,， 即 (n-1)b,, 一 nb, +2=0， 


令 n=1， 得 b=2. 设 记 =2+d(d eR)， 下 面 用 数学 归纳 法 证 明 : b,=2+(n-D4d. 


(1) 当 n=1,2 时 ， 等 式 成 立 ; 


(2) 1813১475102), &-2+0-1), 


1 2 1 2 
三 2+( 上 -DJdl- 一 -=2+[(E+D=-1a . 
77%-77-772+4-091-77-2+6+0-1] 


这 就 是 说 ， 当 n=k+1 时 ， 等 式 也 成 立 . 


那么 由 @ 式 可 得 b, = 


根据 01) 和 (2), 可 知 b, =2+(n 一 D4 对 任何 ne N 都 成 立 . 由 于 bi 一 b,=d，, 所 以 {2,} 
是 等 差 数 列 . 


1 大 
(I) 由 一 = 1 本 
211 一 | 2 = 2 d, qa; 0 2 
2 
271 1 1 1 1 1 1 1 
৮ ৮ 75177 Al [রিলে 57 8৯1১271, 
ঠহি ভা 2) তত 
和 28. ১১7 a ue 1 
ad, da; (A ' 16 ৭52... ৬" “5 ৮ বত ১ পি ০ 
eb 
2 3 a a 441 
例 2 ৮৮7-2+ ， 求 证 : বাবারা রর ৫7. 
2 2 3 2 -2 2 一 | 
、 1 1 ] ডি 
证 明 77 রি ছি888 0012 45, 4৮0৯2), 


现 用 数学 归纳 法 证 明 . 


(1) 当 n=2 时 ， 241+5+3 527 显然 成 立 . 


(2) 假设 当 n=k(k 宇 2) 时 不 等 式 成 立 ， 即 和 2455 < 大， 


1 1 1 1 1 1 1 
S =S, +( টি [7 20)45+05725+725)৯98+2 02558114671, 
] ] ] 171] k+l 
9.।৯$, ++ i টি 2 
] ব্রি 3 
所 以 ， 二 8145.) <E+1， 即 站 +1 时 不 等 式 也 成 立 . 由 (1) 和 (2) 可 知 ， 对 自然 数 


17 过 2， টি 
例 3 已 知 数列 {a,} 满 足 S, = 了 osN )， 9 是 {qa} 的 前 n 项 和 ， 且 a =1. 


01) 求 {a,) 的 通 项 


(2) 证 明 :2+ )”" <2， 
2 2 


n+l 


十 1 
解 (1) 由 题 意 8 =<a ，8 = 一 -4 
2 2 


wj ， 两 式 相 减 得 ; 


2941 _ (7 71)0,+1 710 2 ৮* (771), = 


又 na,,, =(n 一 1])a,,， 两 式 相 加 得 ”2na,, =na,+na,,y，…. 2a, =a,+a 


“ {a,} 成 等 差 数 列 . 又 …a 01 
2 


又 -15 ..a,=n—l 
另 解 1 (2 -Da =na, 


টি ই -2৬1৯০ 

a, 7751 
车 乘法 过 a, 7107 ০৯ 2)-৯ ৫, -7-10%-৯2) (*) 
3, = 了 74 一 4=0 符 合 টন “a,=n—l 


另 解 2 ” 先 猜 想 后 用 数学 归纳 法 证 明 ， 


1 1 
(2) (1+75)%% ৯ 0+5-)” 
er 


n+l 
0 ee eh od ee 
” "2n "2n ”27 ”27 


31165: & .10017-1)771077-771) _ ] 


A CC” 和 লু 751,2,---১7 
1028) 2 শত 2 71711 到 ) 
রা 0+-)" te le <2. 
271 248 2” 2 
ঘ৫+-4)৯০০+0.7--1+3, 5015২: লি 
271 27 2 2 24 


n+l 


记 22 
CI) 求 f(7) 的 解析 式 ; 


742. 


(751৬), 


例 4 已 知 点 P 在 曲线 C:y= 上 (x>1) 上 ， 曲 线 C 在 点 P 处 的 切线 与 函数 y= jx(k>0) 的 
Xx 


图 像 交 于 点 A, 与 x 轴 交 于 点 B. 设 点 P 的 横 坐 标 为 点 A、B 的 模 坐 标 分 别 为 x ১ ৯১, 


CI) 设 数列 {a,}(n 三 1,ne NN) 满足 a =1，a,=f(Va,)(n 宇 2)， 求 数列 {fa} 的 通 项 公 


式 ; 
(1) 在 〈I) 的 条 件 下 ， 当 1< 大 <3 时 ， 证 明 不 等 式 ，@w +q,+…+a 


7. 


37- 84 
১৯৮১ 
1 


解 : (了) 2/-08৯৮--57 ， 又 ?点 了 的 坐标 为 (2) ， 昌 线 C 在 了 点 的 切线 的 
XxX 76 


দারা র্যা ্রাব্যার 
পিক), 8378১4৮--০-97 ৯০০০, কিছ, 
১ 
由 1 1 得 x, = 2 8080 Se 4 
-----0৮-2 4 2 ২ প ডি] 
11 
了 、 412 
23110, 70৫01002১93: ৫)-277৫৯1) 
কা 22 
Ha ， 二 1 0, 491 44a, 4 


四 当 


12, ঈডে| (1 
a 


0，.… 数 列 { -Ti 是 以 0 为 首 项 的 常数 数列 ， 则 a =1; 
a 


1 n 


ডি 
为 首 项 ， 


-为 公 比 的 等 比 数列 ， 


3 4771 


টিন 


3,497 3 3k—9 3k—9 


k 
1 


eg 


৮4 €০, 


] 3 3k-9 1 259 1 
> . 


7 一 ] < 
নত 


则 ৫। +42 ++ 4, 


3k—9 ] 


> 


n / 14771 রঃ 12 4771 রি 


3 
一 
2 


37- 84 
1 


Kk / 


(0+6-7)+6-70+8 


三 (a 


১ 3) 401 3 _ 402 +3)(k—1) 


一 


12 


141 বি 32, 


因此 ， 不 等 


17+-7 
[ 4 


এ এ। +42 +… 


কু [1— (401 +8 > 一 一 一 রি টি 


. 42/53)47-0)১ 


12 
37 一 8 


成 并 
k 


“a, > 


另 证 : 


3) 


.. 4(Kk—3) 
pe 


SS 


例 5 已 知 数列 fa, } 满足 ; 


(1) ৫, ; 


法 (1) 


] 


(2) 求证 : 


৫, 53%-(€-2)৮ 


47-12 + 812 
k? 


নি J 十 河 
12 
d=3, d=3, Qn 


1 
টা 


8) = 
_4, + 69,107 ০2 
] 


一 
৫] 02 


十 45051) 


7 


易 知 n 三 2 时 ，a, ৯০ 


21 


1] 1 1 


0 dy 


We 0 921) 


当 n 为 偶数 时 5， 


n 


1:41 
St (6) ] 


য় 
ডা 


过 他 


十 


1 03 


12 1 


II- (5]< 


25 2 


১ 


共 32 页 


2০5৬ 1 12 a 3 2 সা? 
当 n 为 奇数 时 ，S, = + 一 < 一 [1 一 (-)?]+ 一 :(-)?= 52২ 
a, 25 6 56 25 25 6 25 2 
人 A > 2 1 1 
12 62) "wa 3” -(32)--- < 一 (过 4) 
57 27” 


7 


现 证 明 上 式 成 立 : ১৫৮ টা হীক্ট্টু 2” এ 3” 702)” ক22া এ 37427 452৮ <37 (显然 成 立 ) 


48082143172" 32" <3 二 GG) >3 


a 1 
C3" 为 递增 且 n=4 时 ，(3)* = SL >3 3) >3 
2 2 8x2 2 
1 
人 7-৯4 
৫, 25 € ) 
1 1 1 1 1 1 
8 লি er 
a a, da; 2 2 2 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
二 (一 二 一 二 一) 十 二 十 二 十 十 二 < 一 十 一 十 一 十 一 十 … 十 一 
হি 2 这 2” 4 8 16 32 2 一 
] ]%71 
গনী es ee 
三 让 
1 二 2 2 
法 (3) ১৭ 为 奇数 时 a =3" +2”， 当 为 偶数 时 a, =3 一 2 
দি 
813 82 a 
1 1 1 1 1 1 
三 十 十 十 …) 十 (二 十 十 十 ，…: 
2 3 +2 3১+2১ ) ও 20812 ) 
< UR তা ) 
5 2203+2) 2+03+2) 58037259228) 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4 9 59 1 
= 一 [+ 二 二 二 十 …] 二 一 [1+ 二 二 二 十 …]== 一 - 二 一: = 一 十 一 = < 一 . 
5. 2.9 533 একনি, 5 1_1 15 40 120 2 
4 9 


法 (4) “a,= 


1 


328 72250 _ 2151৬) 
3277 + 22710 =2k—l,keN’) 


০2৮ es eC রা রায় he 
用 2k 2k < 2k 2k 三 一 < 且 一 
2242 97328742593 79728 9 a 9 a 4d 5 
0 32171422871 32711 2271 1 ] ] ] 1. 
লা 5২ 
221 97327112871 কাউসার 4 22৭ ক 28715 
রা 
27 5 4 5 751 
Ud ds Ud» Us 1_1 11 1290 2 
9 4 


例 6 ৮4, =VL2+V2.3+…+Jnaa+D (neN’). 


求证 : 70111) ， _C+D 
这 2 2 
证 一 ”用 数学 归纳 法 : 


2 
01) 当 n=1 时 ，a, =VL2 =vV2， ০1, (5)--2, 因为 1< V2 < 2 ， 可 知 不 等 式 
成 立 . 


(2) 假设 当 n=k 时 不 等 式 成 立 ， 即 有 


2 
kk+D <。 ৫৫৫+0) 
2 2 


当 7 = 大 +1 时 ， 可 得 
a = +২+0042)৯৫+৫+)৯45-) Di Dt 


2 
011 47 本 (K+1)(k+2) <a 117 


২61), 243 -6+2)-10+1)+]1, 
2 2 2 2 
CDE, ee [E+D+IT 
> 2 
这 就 是 说 ， 当 nn =k+1 时 不 等 式 也 成 立 . 
由 (1) 和 (2)， 对 一 切 hne N ， 不 等 式 成 立 . 


证 二 ”直接 证 明 : 
১0৫44) < /47770+7) « 757. 
对 天 从 1 到 求 和 ， 5255 


由 等 差 数 列 求 和 公式 ， 易 得 结论 


例 7 已 知 a>0，b>0， 有 -+l সুই (৫+৮)” a" 7৮" ৯৯2৮ -2peN').O 
[61 


证 明 01) 当 n=1 时 ， 左 边 =(a+b)-a-b=0， 右 边 =2? -2 =0，@D 式 成 立 . 
ee 
当 n=k+1 时 , O 式 的 左边 为 (4a+b) 74181 -5(09+9)01021+%)/-4-%517+9%4+0%. 


己 知 a>0，4b>0， 且 一 + 了 -1 可知 o+b=0b> 0 
a 


因为 4a+b 宇 2Vab ， 故 有 ab 宇 2YVab， 由 此 得 Vab ৯2. 因此 进一步 可 知 a+b=ab 宇 4. 
于 是 ， 又 有 a'bp+ab* 之 2Va'b.ab* =2Y(ab)" ৯৯ 2-251 5212, 

根据 上 述 事实 及 归纳 假设 ， 得 

(a+t+b)[(a+b) ~a*—b']+a'b+ab’ ৪৯ 4022 — 2)+2" = 2282 2 2D _ 28), 
即 当 n=k+1 时 ，QD 式 也 成 立 . 

由 (1) 和 (2) 可 知 ， 对 一 切 ne N ” ，Q@ 式 成 立 . 


2 
例 8 সা 0:০+1, 0৮, <1，n=1,2,…. 若 椭圆 C, 上 有 一 点 P， ছি ও 


n 


右 准 线 7 的 距离 d, 是 | PF,| 与 1PG, | 的 等 差 中 项 ， 其 中 尸 、G, 分 别 是 C, 的 左 、 右 焦点 . 

01) 试 证 : (৯); 

(II) 取 b= ৭ ,并 用 5, 表 示人 ৮7০, 的 面积 , 试 证 ; 8 <S 8৩, >S ৪৯৯3১, 
717 
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解析 证 : ( 工 ) 由 题 设 及 椭圆 的 几何 性 质 有 24, 3724, 1+170,1-2, 814, =1. 


২ ] 
设 c, = 1-b,” 》 则 7 :x= 一 . 


Cn 
| 
因此 ， 由 题 意 d, 应 满足 -1<d, 才 +1. 
Cn Cn 
a 
০ রি: 
0.০,» এ! 


2০ 1-b ?<1， 从 而 对 任意 n 宇 1， 有 。 < 与 


CI) 设 点 己 的 坐标 为 《x,y, )， 则 由 qd =1 及 椭圆 方程 易 知 x = 一 一 1. 


/,25850-52)-0-০)01-0-1)21--520-2%2 2 +2-0. 
০ 


1 


1170 |= 2c,， 101১7155097 11] 积 为 9, _0 1) |, 


从 而 $ =-20 + +20, -1 <6, <)). 


令 f(c)=-2c’ +c +2c-1, 由 f'(c)=-6c +2c+2=0， 


得 两 根 ] 主 3 从 而 易 知 函 70) 460-1149) 内 是 增 了 数 而 在 (3 .0 内 是 城 
রী V2n+3 n+l 1 

ট 见 遇 ;他 二 ৪ 722 1 

函数 . 现在 由 题 设 取 忆 则 c, -২1-৮, 1 

০, 是 增 数列 .又 易 知 c = 二 11354 


故 由 前 已 证 ， 知 % 45258. 9, ৯8১51 07০৯3), 
例 9 已 知 函 数 70০) =x-snxz， 数 列 {a} 满足: 0<a <1,， a,,=f(a,)(neN’)， 


证 明 : 01) 0<w <w<l; 011) ৫০ 46৫, 


证 明 01) 先 用 数学 归纳 法 证 明 0<a,<1，n=1,2,3,…. 

(i) 当 n=1 时 ， 由 已 知 ， 结 论 成 立 . 

01) 假设 当 n=K 时 结论 成 立 ， 即 0<a এ]. 

因为 0<x<1 时 了"(x)=1-cosx>0， 所 以 f(x) 在 (0,1) 上 是 增 函 数 . 又 f(x) 在 [0，1] 
上 连续 ， 从 而 f(0)< f(a)<f4), 即 0<a,,<1-sinl<1. 

故 当 n=k+1 时 ， 结 论 成 立 . 

由 (i)、(ii) 可 知 ，0<a, <1 对 一 切 正 整数 都 成 立 . 

又 因为 0<a, <1 时 ，a -a,=a,—sina,—a,=-sina,<0， 所 以 a 
综 上 所 述 0<a, <a,<1. 


nt1 < 


CI) 设 函 数 g(xz) =sinx 一 x ，0<x<l. 


由 (C(I) 知 ， 当 <x<1 时 ，sinx<x. 
2 


2 2 
从 而 g'(x)=cosx 于 本 一 2sin ?本 + ১ 2( )2 + =0 


g(x) 在 (0,1) 上 是 增 函 数 . 又 g(x) 在 [0，1] 上 连续 ， 且 g(0)=0， 所 以 当 0<x<1 时 ， 


sgC)>0 成 立 . 于 是 g(a,)>0， 81৩0০, -, +70 >0. 故 a 27 


n+l 6 n 


例 10 21৫৯০, ভু (区 = 一 ih 
076 


01) 车 /0%) 在 区 间 [L+om) 上 是 单调 递增 函数 ， 试 求实 数 a 的 取信 范围 

(2) 当 a=1 时 ， 设 数列 全 的 前 项 和 为 5,， 

求证 : 5, -1<f0) -eS,, CHEN' EN. 

ছি ২19:7605-2-:257)5 ৫5128 
৫76 a ৫76 চি ৫76 চি 


** ০০০৯] 77 ৮57০৯] 


(2) 法 (1) es 
x x 


二 
n—l n—l n n n 


2 人 I 70টি 17541444444 

2 3 7 2 7 

177 15 n—l n 1 
， 同 理 In 一 一 + 一 一 -1>0 寺 Inn-In(n-1)< 

n n n— n—l 


人 1 1 1— 
লাকী 41+2+-+77-40)-7 455 
০৫ 7 


15৭.) €/01)- 


87-57-1717, 
77 


法 02) 原 LT a ee LN ， 
2 3 7 ঠা n—l 


用 数学 归纳 法 证 明 : 


当 n=2 时 ， 1102 41 উঠত, দি ৮5৮, 即 二 二 二 二 < 十 大 < 
2 2 k 2 k—l 
< eps 1 1 1 
那么 当 半 = 天 时 ， 只 要 证 :二 +…+ 一 一 <ln(E+HD)<1+ 二 十 … 十 一 
2 k+l 2 k 


i 
k+l / 


只 要 证 1 রি 02৮, 
k+l k Ek k k+l 
， A 1 শা টিনার রত 
£100 = 一 一 0 ..u(k) 为 递减 函数 ， 


+ 一 -一 = 一 -一 一 < 
k+l 有 (+D (K+1) :kKk 
由 limuf) <Inl-0=0 .uf)>0 
k+l 1 


লা 07) 510----5 Vk)=— >0 .. 为 递增 函数 
Un রত 

175175-7-5-77725১ ঈ217৮25 

1৯০ k+l / kk 


综 上 : 对 keN 且 大 二 2 不 等 式 成 立 . 


例 11 已 知 函数 .7 一 闪 一 站 二 于 + 二 ， 且 存 在 5095), 使 f(%0)=%. 


CI) 证 明 : f(x) 是 R 上 的 单调 增 函 数 ; 


i ] 
CI) 1০707 21 = f(x%,)， লিট yn =f(y,)， 其 中 n=1,2,… 
证 明 : x <X <X<] <] 


পো) 证 明 : 2 < 工 ， 
成 = 2 


解析 01) f(x)=3x 2x+ =3( 3+৫৯০, 


f(x) 是 R 上 的 单调 增 函数 . 


(1) 204৯ 4১ এ] 479 4।, 900 是 增 函 数 ，… Ga)< fw)<f(%)， 即 


] 
52. < Xo এ 92 25457 


1] 371 
47757 8 
57 
用 数列 归纳 法 证 明 如 下 : (1) 当 n=1 时 ， 上 面 已 证 明成 立 . 

(2) 假设 当 7-/0/-1) 时 有 x ey €97% 
当 n=k+1 时 ， 由 f(x) 是 单调 增 函 数 ， বিঁ.70) 70971) 4706) 47071) 4900) ， 
৮০ 5051 5052 < Ko < 072 এ Pr: 
由 (1) 和 (2) স্থ-]%-1,2,--+ রত ২ 49৮ 49০ 4311 498 
nn Xl _400)-40০%) = 


yn ~X, yn 7%% 


১০ 1 
তো) 证 法 1; ৮ 47505 15054) 


] 


] ] 
শু (0,+১0,)১-00,+১০,)+- [00৮ +x, ——)] +—. 
পিজি উভচর তা কু 


] | ] ] 
[| (1) 知 0<y,+x, <1，.… 一 二 <] 1950-74-22 শি, 251 Ta <( ) 
2 সু 和 


证 法 5 103-254-৮৮-4007365 পক 0,210) সক ee 
7790 টিনা 2 


两 点 连 线 的 斜率 为 k ， 由 于 f(x) 在 R 上 为 连续 函数 ， 则 对 存在 一 条 斜率 为 k 的 切线 ， 


1 


而 /CD=3(x- +， 404, /০)/0)-5 ৫457 即 命题 成 立 . 


001) 拆 项 放 缩 法 
了 解 以 下 常见 的 分 拆 例子 对 解决 许多 综合 性 的 问题 大 有 神 益 : 
1 1 1 
70741) 7 74] 
1 
(2) 一 -一 -一 天 =\V2+1 一 Vm 
Van+l1+wVn বি 


(3) ৫7 二 (৫, -%1)1+ (৫8 ০1226 _21)+ 2! ; 


(4) ৫, ৯৮-77-7278 
071 Cj -2 1 


(5১ n:n!l=(n+l1)l—n!; 


(66676736558 


(7) n(n+1)= 300৮7 1)071+2)-(07-1)70771+1)]; 


] ] ] ] 


(8) = ]; 
n(n+l)(n+2) 2 n(n+l) (n+l)(n+2) 


n 


+…， 其 中 |x|<1. 


(9) es 


1l—x 
例 1 设 neN ， 求 证 : 8 
9 25 49 Cz+D 4 
পেগ 1 ৫ 7101 -1 344, 
(27+1)2 (2/)02/+2) 221 27+2 
re 
9 25 49 (2n+1) 
1 1 1 1] 1] 1 1 ] ] 1 1 ] 
< 十 十 十 … 十 = 
202 4) এ 6) 6 8) 5 2752)] 2 252) 
১০ 4 ] 
例 2 求证 : 2 


十 ++ 2 
1I+2IH3! 2!+3!+4! (/-2)101-1)171 2 
证 明 ” 先 将 左边 分 式 的 分 母 运 用 “ 合 ” 的 集 略 . 
00-2)10-1)17151[11+7-11+70/-1)107-2)1-5%20/-_2)! 


代入 原 式 后 ， 再 对 每 一 项 进行 “分 ” 解 ， 得 
7 _ 7 此 ] 8. “তি ] 
(7/-2)1+0/-1)1717:07-2)17077-2)10-1)1 7! 
3 4 7 
十 ++ 
11217 31 2!+3!+4! (/-2)1+07-1)17! 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
=( )+( ) 十 … 十 [ |] < রি 
21 31. 21 এ! (2-D! n! 2! n! 2 


ee Rr ইত শু, 
| 7 10 


证 法 一 ১৪7০2], 


> 1 ny 1 1 1 1 1 ১11 1 )_11 
1 nl 2] 21221 n+tn 4n-l 24172: 


1 1 1 41-11-1117 7০142 5 
十 1+ 一 十 一 十 


十 一 十 十 一 < 十 
চি নত 71 165 81 43 4 তা 2 4 n+l 
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পি 


1 1 1 1 1 1 1 
二 一 十 一 十 一 十 ( ) 
16 81 12 16 8 47 n+l 
1,217 780, ৮101. “4 1 1 1 
<1+ 一 十 14 
16 81 12 169 8 12 81 10 
证 法 当 n 宇 4 时 . 
1 1 1 1 1 
于 < < 一 [ ]. 
7: (77-3)07-2)0%7-1)7 3 07-3)0/-2)0/-1) (-2)07-_1)7 
得 T, <1+ je 4 টি তা 
রি 817 256 3 2x3x4 (7-2)0/-1)7 16 81] 256 72 10 
证 法 三 2138৬ > রঃ নে 87 
16 81 4 8 16 16 81 4 8 16 
1 
] 1 প্রঃ 1 1 1 .841 -Ul 
<1+ 一 + 一 + 一 一 =1+ 一 + 一 + 一 =1+ 一 一 
11 16 81] 56 79072 ৭ 10 
8 
1 1 1,.1 1 
证 法 四 当 n 宇 5 时 ， 一 < 一 一 7 < 一 ( ), 
7.5 25 77-17 
1 ৫ 1 1 1 1 1 
10117, <1+ 十 
16781 256 25 62 a 
1 1 1 1,1 1 1 1 1 1 
<1+ 一 十 十 -一 ( ) 
16 81 256 254 5 5 6 7 一 ] n 
1 1 1 1 1 1 1 1 11 
=1+ 一 十 一 十 + 一 x 一 <1+ 一 + 一 + 一 < 一 . 
16 81] 256 25 4 16 81 56 10 
1 1 1 1 1 
চা = = 
区 41712727202 1) 2n 1 1): 本] 
1 1 ls ০1111১11415. .1 1 1 
<1+ 一 十 + 一 [二 5 রি 十 নি 
16:81. 256. 73 4 4 5 (/-1) nn 
1 1 1 11 1 | 
=1+ 一 二 一 十 + 二 (二 一 一 ) <1+ 一 二 一 二 一 < 一 . 
16 81 256 73° 7 16 81 63 10 
বরুন 1 3 l 
例 4 设 函 数 f(X) = 了 +b 一 二， 已 知 不 论 w ， 0 为 何 实数 时 ， 恒 有 fcoso) 所 0， 


702-510/9)-0, সথ7-1-85114,)7, এট ॥ না 9, ৯09,007 5 NV ). 
(I) 求 5 的 值 ; 
CI ) 求 数列 {a,} 的 通 项 公式 ; 
(HI)》 是 否 存 在 等 比 数 列 {5,}， 使 得 qb + 9১৮১ +--+8,2, =2 (2n 一 1)+2 对 一 切 正 整数 
7 都 成 立 . 
CV) 着 YC, = SA 且 数 列 {C,} 的 前 项 和 为 有 1 ৮8875 的 大 小 , 并 
予以 证 明 . 
解 (I) 令 cos*a=sin6=1， 则 f()=0， b= 
CI) 由 ,= 中 -4， esN) 
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£ 1 1 
可 得 ৫7 去 574] S$, 二 Fn 本 a;) 市 টি 区 a,) 


(aa 而 07 Na n= 0) 义 07 >0 
qi 一 4, = 二 2 {gq} 即 为 等 差 数 列 
a a ক a 又 知 a =3， 故 a, =2n+1 
রত 
(JI) 假设 存在 等 比 数列 也 ,} 使 得 所 给 等 式 对 一 切 半 都 成 立 ， 


[172 | ০.৮, -[2%108-1)+21-12027%-3)+2] 20271) 


77 


১910-56-23 180 9,0, =2 (22+D (neN,) 


77 


2443৮ 
l+a, (1+9,) (2n+2) (2n+2) -1 2 271+1 27743 
1 .1 1 1 1 ] ] 11 ] ] 
Ve re € 十 ১721: = চর 
এ *4213-5)+-) (2777-2715)120-2573) 
এ এও 
6 


例 5 已 知 数列 人 o,} 的 前 项 和 为 8 ， 满 足 w = 了 5, + 了 x4 + 了 ，m=T2.3 


01) 求 首 项 a 与 通 项 a 


2 র্‌ 2 ] 
(2) 设 b = 一 他 ,数列 {2,} 的 前 n 项 和 为 7,， 求证， দা. < 二 . 
2a, +2" 二 1 3 
] ] 5 
解 01) 由 w 7$।+-%4%+ ৫) 
১727 সত 3 
] 4 
导 a| 二 一 Qi 十 ০56 
2 3 3 
রর ] ] 5 
于 由 人 得 w = 二 8S 17৯৮1 十 গু 
441] 2 n+l 3 3 
+% 1 n n 
由 GO 得 w _ ৫, আটা +4 -9,+1 ল 29,» +2% 4 
“dn 4" =2(a, 74) 
*১& (6, 一 人 4} 是 以 a 一 4=2 为 首 项 ， 以 2 为 的 等 比 数列 
A 
(2) “qa,=4° +2" 
বারি টা _2”14+1-7-0241) 1 1 
442) (+DO2A+D 2°+1 টান 
, ] ] ] ] ] ] ] ] ] 
চি 十 十 … 十 三 < 
2+1 22+1 22+1 2 +1 2"+1 2 +1 3 27771 3 
হীন 
3 


例 6 ৯51 (9,) 满足 1l=m 1 আআ ॥ 入.…， 数 列 也 由 下 式 定义 : 


1 
চ,-১0-4-.75, ৪512, অং 0শ% শু2. 
/লো] 天 


রি 


বা 
হা 
১ 
音 
১ 
MD 
১ 


证 明 এ 分 拆 ， 


a ৮7941) 2 ] 1 
a বেট 

-167-+870-) 

২ এ Va NE 


1 1 


时 十- ] 
=[ ছি টিটি টি রি টু 
নর 1 
因此 ， 包 নি সা এ ছি je 


而 b, 宇 0 为 显然 ， 故 0 三 b <2. 


95 


রি ] 1 1 
例 7 已 知 数列 fa,} 满足 ao = 二 ，w =a + 一 :ax ， 求 证 : <a,<n 
2 7 7 十 2 
রি 1 2 1 1 1 
解 ” 易 知 a, ৯০৮ ৯০১9৮ =0 + 二 :0 < a এয adi 入 一 一 < 
n G1 07 
所 以 了 2 427 1 127 1 让 1 
00 a, 0 a dl 2, 1.2 2.3 (2 一 D7 
1 1 1 1 1 1 
二 1 十 (1 一 一 ) 十 (一 一 一 ) 十 … 十 2 টু 
2) 5 3) জা 了 7 
106, <n. 
] 2 n—l 
又 Qi<1H-1， 因 此 aw, =a +-5%1 <4 + 一 一 Qi 
7 7 
72 72 
整理 得 a 2 0% ， 故 a, ৯%1+ 2 0/_1 n 
n +n—l n +n—l 
1 1 1 1 1 
所 以 টে 
a 0 n+n-l nn n+l 
111, | 1 1 1 1 1 
分 析 得 =( )+( পপ ) 
4 0 0 4 4 03 QO 0 
1 1 1 1 1 1 1 1 
১৯ 十 ১০০ লু রি 
3) G3 4) ডি টি 2 n+l 
1 1 2 
二 
4 a, 6 n+l n+l 


例 8 已 知 函 数 f(x)=1n(l+x) 一 x. 
(了 I) 求 f(x) 单 调 区 间 ; 
CI) 记 了 f(x) 在 区 间 [0,n] (as N ) 上 的 最 小 值 为 上 ， 令 a, =In(+ 门 - 


0) 如 果 对 一 切 总 ， 不 等 式 ja, < ja， - 求实 数 c 取 值 范围 ; 
a 


৮৩ বং a CC 2103 0 
(iiy) 求证 : 1 十 1 3 1১০০4 13. 27-1] 
qa, ds yaa dy, 


解法 一 (I) 因为 f(x)=InQ+x)-x， 所 以 函数 定义 域 为 (-1,+%)， 


< 2a,+1-1. 


84০১-71-76 
77 


由 广 >0 得 -1<x<0， 所 以 jz) 的 单调 递增 函数 区 间 为 (-10) ; 
由 了 (x)<0 得 x>0， 所 以 f(x) 的 单调 递减 区 间 为 (0,+%). 

( 卫 )〉 因 为 f(x) 在 [0,n] 上 是 减 函数 ， 所 以 b= f(n)=lnQd+n)-n. 
Wag,=Ind+n) -Db,=Ind+n)-In(d+n)+n=n. 


0 


Vnt+2+Vn ২7+2+74+2 


又 lmwVna+2(VWa+2-Vm)= ১ 


因此 c 科 1， 即 实数 c 
(i) 由 (1) 知 一 一 -一 ৪ 


বি 
রা 26281 人 37335357 21 一]D)(27+1 1 1 
因为 [ ( 网 二 :一 -一 Le 此 < 
2.4.06……(211) 2 4 06 (27) 21 十 1] 2n+l 


we 1 
[5:১১ est/ রি 
所 以 2.4-6---02%) নী ৭2৯1 V2n-1l(neN’). 


1 1.3 1:3:5..…….(2n—1) 
[4:১7 <\3-VL+VS-V3+…+wV2n+1-V22-1=V272+1-1， 
টিটি টি J এ 427+1-27-1 ৭27 


71655, ৫০ "0287 2 = 

25 টি < /2a 1+1 71021) 

解法 二 〈 工 ) 同 解法 一 . 

(11) 因为 ,jxz) 在 [0,z] 上 是 减 函数 ， 所 以 局 _/(7) 51060147777, 


则 a, =Ind+n)-b,=Ind+n) -In(d+n)+n=n. 


0) ররর 


所 以 47+2 ৭7 对 neWN” 恒 成 立 


উট 
]]০-7+2- 72427 对 meN 恒 成 立 . 

设 g(n)=n+2-Nn +2n，neN ， 则 c<g(n) 对 neNW 恒 成 立 . 
考虑 g(x) =x+2— Vx +2x， Xx el[l,+%). 


] X 十 1 X 十 1 
因为 "oo =1- 二 (x+2x 2.(2x+2)=1 <1 = 


所 以 g(x) 在 [],+o0) 内 是 减 函数 ， 则 当 ne N 时 ，g(n) 随 n 的 增 大 而 减 小 . 


4 
2n+4 hs 


又 因为 lim g(n)=lim(n+2-Nn +2n)= lim = lim 


n+2+Vn +2n 124 22 
77 71 


ডি 28(n)>1， 因 此 cc 三 1， 即 实数 c 的 取 值 范围 是 (-o%,1]. 


(i) 由 (i) 知 一 一 一 ০৮০০০ 
V2n 


=1 . 


1.3.5.……(27 一 ]) 1 


চা 
2-4-6---5028) ৭2741 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 不 等 式 (751৬). 


@ 当 n=1 时 ， 左 边 = 上 ， 有 边 = 二 ， 左 边 一 右边， 不等式 成 立 . 


1 
2 V3 
sy 0 2 এ 
全 二 kk 时， ৯ 即 一 一 一 一- 一 一 ? 
假设 当 n =k 时 ， 不 等 式 成 立 ， 即 2555 শট 


02471002171) ২1 251 42171 
24-6-702/002712) 42৮51 2752 2k+2 
NK+IN2K+3 1 _ |4F+8k+3 1 = 1 

2k+2 V2E+3 94/2+8%+4 42153 Mk+3 VE+D+L 
即 n=+1 时 ， 不 等 式 成 立 . 

和 1.3.5……(2z-D 1 
综合 @@ 得 ， 不 等 式 < 
সিন 24755) খর 
1-3-5--77027-1) 
py, De (27) 
3 


80521884585 হিট 


1 
2 2. 2-4-6..---028) 
I Tt < Yaa, + -lneN’). 


(neNW ) 成 立 . 


所 以 <V2n+l1- V2n-1. 


02 Uda 2404 on 
例 9 定义 如 下 : a =2，a,,=a? 一 q,+1，n=1,2,…， 证 明 : 
1 1 1 
৯2 নার 1. 
20903 0 0 20 
、 নান ১27 ] ] ] 
正明 ”由 题 设 得 : a,, 一 1=a,(a, -1D ， 所 以 = 
277 a, —1 07 
] ] 1 1 1 1 1 1 1 
因此 一 上 + 一 十 … 十 =( )+( )+:…+( 
Ud %2 02003 a-l a,—l a,—l1 a;s-l 92003712004 一 ] 
মিরা ] _ ] 
৫171 22004 1 2004 一 ] 


易 知 数列 fa } 是 严格 递增 的 ， 所 以 qjow >1， 故 工 + 工 ++ -<1. 


৫1] 22 2003 

为 了 证 明 左 边 不 等 式 ， 只 要 证 明 ০20৬ 1 ৯20032১, 

由 己 知 用 数学 归纳 法 可 得 w = 4a -*-০, 四 +1， 及 @ --**" a ৯7? (2 二 1]. 

从 而 结论 成 立 . 

0) 合 项 放 缩 法 

在 数列 求 各 时 有 时 将 部 分 项 合并 后 求 和 或 者 再 放 缩 求 和 会 起 着 想不到 的 效果 ， 特 别 


是 通 项 中 出 现 了 (-D"”。 


例 1 求证 : 4৮658 রঃ 十 1+4-0% ৯৯2, ভ বি), 
2 3 4 271 2” 2 
证 明 রা “组 合 ”， 得 
4 十 1)+( হি 44 十 … 十 চা নর 十 十 … 十 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 16 2৮141] 2” +2 2 
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2872-01-48 十 十 … 十 051 十 十 … 十 Es 
2 4 4 8 8 8 8 16 16 16 2 2 2” 
i 
975 2 2 
১ শর্ট 


7 个 


例 2 ”已 知 数列 {a,} 的 前 二 项 和 3, 满足 9, _24%+(01)5 72৯1, 


(1) 求 数 列 (9,) 的 通 项 公式 ; 


(2) 证 明 ; 对 任意 的 整数 m>4， 有 +4.+ 了 < 


04 ৫5 a, 8 


m 


লী 


1. 〈1) 当 7 过 2 时 ,有 aw 59, -8 =2(a -4,1)+2৯(-1)” ৮10] ৫, 5 2,1 +2৮(1)৮71, 


解法 一 a =2a, ,+2x(-D，a ,=2a ,+2x(-D7，a =2a 一 2. 
所 以 a, _2”16।+2%1%(1)+2%2%(1)১+-+2৯ 01) 


-27+00102)7+০2)৮2++02) 


15215 1.-2 


-27-00"2-3-31275007]7 经 验证 a 也 满足 上 式 ， 


খা ৪ 17 চা ar ২: 
解法 二 2-2++05)17 9 চারদিক 


(2) 证 明 由 通 项 公式 得 ww = 2 . 


১ ] ] 1 1 
当 n 宇 3 且 nn 为 奇数 时 ， Ep 
人 
22-88-1525 
2 22173420771 ec | 2 গিট 2 ঠা টিটি “ 
১1771৯41177 为 偶数 时 ， 227 
da ds ৫7 ৫4 45 ৫6 | ৫7 
1] 3 1 1 1 1 3 1 1 1] 3 7 
十 十 一 十 ,… 十 = 一 十 一 Xx 一 x (1 < 一 十 一 三 
2 2 24 yn) 2 2 4 ( 25) 2 8 8 
当 m>4 且 m 为 奇数 时 ， ee eR 
U4 ds Un ৫445 dad, dni 8 


所 以 对 任意 整数 m>4， 有 上 +4.…+ 上 < 了 . 
d1 ds a 8 


例 3 已 知 数列 {a,} 中 的 相 邻 两 项 ww， ，a, 是 关于 x 的 方程 x? 一 (2* +3k)x+3k:2* =0 


的 两 个 根 ， 且 a আও aj (k=1,2,3,…)， i A 


2 sinn 


_1/0) NG) (14) _1/0) 
pe D + D +€ ) 443 1) ， 求 证 : 


] 
7 টি 7 
0142 9394 9505 92%-102॥ 6 24 


证 明 方程 x 一 (3k+2)x+3k.2*=0 的 两 个 根 为 x =3k ，x,=2”， 易 求 得 a = 2 ， 


0 =3， qa; =4， 74 =0， 75 =9， ds =8， qa; =12， as =10 ， ১1102 417, 不 难 证 明 21 ৮31, 


又 因为 wi হু 92/000৯1,2,3১---)৮ ঠা 9৫21৯315428 ৯2, 


17047) 
177" 1 4 1 1 ররর 


Ud 9344. 4586 027-192॥ 
8181৯ 
0172 06 aa, das 24 
_1)/0741) 
当 寻 过 3 时 ， 2 028 D 
344. 4546 027-102 
উনি 8 十 十 … 十 2 ) 
0 004 9596 9798 227_102) 
0 2 a 1 、 工 
6 6:2° 6 9 2 2 6 0.2” 6 
_1)/0741) 
同时 ， 2 十 8 1) উই 十 十 ++ ) 
24 4a506 aasg 27102 24125964798 49৫1০ ৫27-102) 
二 4402 1 হা 
24 9.2 92 2 2% 24 9.2” 24 
综 上 ， 当 neN' 时 ， শপ শু, 
6 24 


0৬১ 迭代 放 缩 法 
和 欠 代 放 缩 法 通常 是 由 已 知 递 推 关 系 变形 后 放 缩 为 两 边 分 别 关 于 w, ，a,_ ;的 结构 相同 的 不 
等 式 ， 再 用 从 代 法 放 缩 到 首 项 为 止 ， 但 是 要 确保 放 缩 后 的 通 项 可 以 求 和 . 

例 1 已 知 函 数 AGOo 55 +৮2, 数列 {x,}(x, > 0) 的 第 一 项 x =1， 以 后 各 项 按 如 下 方式 取 


定 : 曲线 y= 了 (x) 在 点 (eu,jGc) 处 的 切线 与 经 过 (0,0) 和 (x,,f(x,)) 两 点 的 直线 平行 . 
求证 : 当 xeN” 时 ， 


(TI) x+X =3xz +2x,,,; (I) 5)" x < GD 


n+l 


证 明 (I) 因为 六 (x)=3x +2x， 所 以 曲线 y= 了 (x) 在 (x,i,f 了 (Xn)) 处 的 切线 斜率 


2 
te A ee 


n+l 


过 (0,0) 和 (%,, f(x,)) 两 点 的 直线 斜率 是 Xx? + 10424 =3x2 十 276. 
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(了 〉 因 为 函数 h(x)=x +x 当 x>0 时 单调 递增 ， 
而 好 +X _ 302, +T27 SA4x0 +2x, = 2X) 1 230,1 
EE 站 মালি 3৮-54-৯১22), 
> টা রাযি Xl 2 
1 


叉 因 


i 1 
因为 y= 下 + =2， 79, 0) 


9১90 490 আু 2021 1901) ০7 ০2490 [থর 2০০৩ 


y, 2 


n— চা 
J 


1 1 ] 
因此 ,，% ২১০ +৭ 00৮57 785) স্ধ শেঠ) 


例 2 已 知 数列 {e } 中 ，w =a(a>2)， 对 一 切 neN ,a,>0, a 


CT 求证 : a, ৯2713 


2 
0 


n+l 一 2(a, -DT 


CI ) 证 明 : 9 +4১+:-+4)» €207+4-2) . 


2 
CI ) 证 法 一 a *০৯, 
CQ， 一 
2 2 
. ৫, -2= 0- 2 (৫,772) 过 0，…a, 二 2 . 
2(a, 1 去 1) 2(a, 1 sy 1) 


বিকিনি ৪৯2 则 ai=2， 由 此 可 推 


出 a ,=2,…, al=2, 此 与 a =a>2 矛 盾 , 故 a, >2. 


০২ 
四 0741 747 9৫ 4১৫০, “Un < A * 
20৫ -1) 

证 法 二 “用 数列 归纳 法 证 明 aw, >2) 

(0) 当 n=1 时 ， 因 @ =a >2， 故 命题 a, > 2 成 立 

ee 7 প্যাড ৫৫ (৫৮-2): 
01) 假设 n=k 时 命题 成 立即 a >2， 那 么 4, 一 2= = >0 

2(4 -1) 2(a 一 


所 以 a >2， 即 n=k+1 时 命题 也 成 


综 上 所 述 ， 


7 


qj 9, 的 证 明 同 上 . 


) 


命题 a > 2 对 一 切 正 整数 成 立 ， 


(োটি দিতি €82-82-৮12-68 
2 1, 2 


2,172 a 2 
৫, _-2 7৮7 < 一 7-2 
” 2 2 নি ( ) 
; 1 1 ] 
8502-20-02 2) ৮0852) 2508-20057 854 ভন) 
2 4 2 
-(৫-2) 和 =2(a 2)0-27)424-2)? 
je 
2 


“d+t+a++a, <2(n+a—2). 


例 3 设 数 列 {a,} 满 足 a =0，a,, =cas;+1-c，neN ， 其 中 c 为 实数 . 


01) 证 明 : 2, e[0,1] 对 任意 ne WN 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ce[0,1]; 


CI) 设 0<e<3， 证 明 : 2, 1-(036)”17 7514 


、 ০. ০ 2 * 
(IH) 设 0<c<5， 证 明 : a ta tta > 有 二 1 一] ও 7218. 
一 DC 


让 


解 (I) 必要 性 : “a ৯0 ৮৮৪১৯17০০22 510১1], ৮ 0ক্র1-6ক্র]+ 即 ce[0,1]. 


充分 性 : 设 ce[0,1] ， 对 zs N 用 数学 归纳 法 证 明 4, 210১1]. 


当 n=1 时 ，a, =0e[0,1] ， 假 设 a, 2[0,111), 


[1.1 509) +1-0৩০+1-05111 411 5৫8) +1-6-1-0-৯0, 


৮৮9741510১1]. 


由 数学 归纳 法 知 ，a, 210,1] 对 所 有 7 es 14 成立. 


তো) ০০২, 当 n=1 时 ，a, =0， 结 论 成 立 . 

当 7 过 2 时 ，…a,=co +l-c，…1-a 56৫0-8)১1)-00-9,1)014+,)+ 21). 
04০45, 11 01) 知 a e[0,1], ৮১ 11+8,1+ 821 和 3 且 1-a 0, 
“1—a, ও53001-27), 

১178, আ 3001-9,1) আু (3৫)20-8,১) সু ক্ (32)%1(01- 1) (30)%71, 


৮০৫, 17 (30)%710775 7). 


(ID 设 0<c<3， 当 n=1 时 ，@? =0>2- 


当 n 宇 2 时 ,由 (I) পা৫, ৯1-(03০)%7৯0, 


১:22 [1 30 =1-2G0" + >1-2(3c)"™, 


৮১24৫2171৫2 5৫32 +as++a >n-l—2(3c+(3c) ++ (030)৮7) 


১6612777728: 


=n+l1 
一 3c 1-36 


例 4 已 知 数列 {x,}、{y,} 满 足 x -১০ ৯1, = 思 =2 ,并且 二 


( 4 为 非 零 参数 ，n =2,3,4,… ). 


CI) 38১ ০১ 成 等 比 数列 ， 求 参数 4 的 值 ; 


CIT) 4১৯০, ঠা ৮0৮51): 


77741 yn 


(HI) 当 4>1 时 , 1:00 21-51+ 
202. 一 > 


723 


解 ( 工 ) 已 知 ， X=X,=1, 月 (二 
2 
得 x 53 2 14 ， 得 =A 
Xa Xa 


১38৮৬ 


87 
০03 一 J3 


nt+l 7 0 
Xn ০07] 
1 米 
(neN ). 
1 一 人 4 
x 7 
4+5/..-3-, 
3 Xa 


77741 


8 


JJ 


11207 90, ১০082872517 গার 8506৮ 804275467 42507 টিহি 4551 


(011) 由 已 知 ，4>0， 为 = 六 =1，J= 思 =2， 可 得 zx >0，) >0. 


হাসন 5৮5 ১৯ 4.8. ১৯ 12,451 ১৯,১১১ 1,425 


J 5 Jp-2 


1, 21 ১৯4৮7 52857085147). 
76 


7 7 


Xx 76 四 
৮৮-৩৩-৮৮51), 


n+l n 


所 以 ， 


হা) ১44১] পর, | 


0) 可 知 y, ৯০, ০৯107 517). 


1 
57871 


又 


তোট (ভারা ০4৯৮০৮51777 则 一 >> 加， 
X X X 


n+l n n+l n 


人 1 水 
从 而 一 হু = 一 esN， 
Jnrtl নি ০০৮] Xnl 1 


চর, 2875৮৮28795 +---2া5ত হু1++-+00% 
702 75/2 Xs Xn 7 97741 4 4 
] 1), 
7 1 也 
তা 
1. 1. 一 
৫7) 0:77 


例 5 已 知 函 数 /0)-১+, 


(1) 数列 1 } 满足 : ad 过 3，a = 了 f(a,)， 


11 


সং: ১, 


77179, 


n 
Da =a +a, +---+4% ) 
i=1 


77 


1 来 
< 一 (neN ) ( 注 
zt ) 


(2) 数列 fb} 满足 b=1，b = f(b)(neN')， 记 c= 一 ，5, 为 数列 {c,} 的 前 


1+D 


২১ Se ”I 7 
项 和 ， 为 数列 {c,} 的 前 项 积 ， 求证，》 一 一 一 < 一 
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解 (1) f(x)=2x+l 277 28৮ +1515 2811 7200 +1), 2 +12৯4 
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例 6 已 知 函 数 f(x) 一 十 2 +x 的 图 像 关于 (1， 3) 中 心 对 称 . 
(1) 求 f(%). 


(7) 令 g(x)= 了 (x)，x ৯805)7 14955142785 求证 : KG 


解 (I) 由 题 意 知 : f(1+x)+ f/f(1- ১২, 


হা] _এ 3, 2 a 351. 2 _& 
H eu Xx) ইত x) 十 1 一 X 十 [ BE চিএ +(017+50)] রর 


3 
化 简 得 -2 oa+2=8 即 a=1 0 
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CI) 证 明 : 由 (1) 知 g(x)= 广 (xz)= 一 ১৯ +X+1, ‘Xx,, = 8(9০) 


EE 全 本 
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由 x >1 可 猜想 当 n 达 2 时 : 1<% 48, 


ep হা ১৫ ই 1 。 
用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n=2 时 ，… ৮০-30-0755 1<x <2, 1448 
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1 3 বা 
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例 7 己 知 数列 {qa}, 4, ০৯0, ৯0 4%,1+ 


1 1 1 
一 -十 নী তত 
l+a (Il+a)(l+a,) 


9: 


求证 : ১৪751 时 ， 


(TI) a,<a,, 


CI) S >n-2; 


证 明 《了 I) 用 数学 归纳 法 证 明 . 
QD 当 n=1 时 ， 


182১4775107 515) 时 ， 901 < 27+1 £ 


১ 2 2 2 2 
因为 21706 ৯ (Qi + li 10041 + ap 


所 以 qj <a,. 即 当 n=k+1l 时 ，a, <a 


n+l 


对 人 


根据 和 @， 可 知 a, <a 
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(1) 由 az +a -l=a?, k=1,2,… 


xu 明太 -人 2111- 


lm-V2K…< 
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nt 
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] ] 
| 2 ২21৭ 


02 2 _2 2 728 1]? 


৫,.| 12075 1) .10,9) =a +a, +++. 

+ 一 一， 
(1+a)(l+a,):…(l+a,) 

(HU) 7 <3 . 


因为 2 是 方程 六 +x-1=0 的 正 根 ， 所 以 w <a. 
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E 何 ne N 都 成 立 . 


;1 一 ](72 之 2) . 


দু ৫2+ (42143 +-:+4,)7-07-1)-87+ 1321 =0， 所 以 5S, =7-1-a2 . 


11, <a 及 a -17+ 2৫2. <1 得 qa, <1， 所 以 5S, ৯%-2. 
2 1 
(IIT) 由 a?, +a,,=1+a? 之 24,， 得 nl 
11 297 
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(৬১ 二 项 式 放 缩 法 
জট ৫2”) 有 关 的 不 等 


页 共 


式 的 证 明 通 常 将 2" 放纵 为 关于 nn 的 多 项 式 01 
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和 项 式 ) 例如 : 


+a 


n 
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(1) 2”+2১৯7207 514) 

(2) 2” ৯27+10/-৯3) 

(3) 2” 2৯%20% 2৯5) 
721+74+2 


(4) 2” > 22,neN) 


(5) 2” ০7১07 ০৯2) 


例 1 已 知 函 数 /Co -+৭2-9১07৯0),৯] €4,) |) ৫। =3a, 且 wa = 广 (wa JsN )， 


设 b= 一 一 (ne NN")， 数 列 {b,} 的 前 n 项 和 为 了 
a a 


n 


01) 求 函数 f(x) 的 反 函 数 110); 


(11) 求 数 列 也 ,} 的 通 项 公式 ; 


(ID 试 比较 与 并 的 大 小 ， 并 加 以 证 明 ， 


解 ” 由 已 知 可 得 y? -2yx = -a”， “X= ， 


2 2 
全 7 =0, 1১747) Wt, 
y 


2৫৯০, ৮৮7 কু 740 দ্র) 2০, 


故 函 数 f(x) 的 反 函数 70) = 一 (৪ শু 40 ছু ৮৯৯৫), 


৫ 2 _ 2 a _ 2 
9879, dau-a 2a _ (a, 79) 


. 一 = = pb? ? 
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又 b 417৪-47-14, হত চান, করন %, > 0， 


a+a 4৫ 2 


159, =21lgb,， 又 lgb, =-lg2#0， 故 {lgb,} 是 以 2 为 公 比 的 等 比 数列 ， 


“. 故 lgb, 52718% =2"! ৪5 -%, = (5৮1 ও 


( 另 法 提示 : b, ₹(8,1)2 এ (bp, ,) ৮ (85) 258, -09)% _ (০ ) 
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১২১+5)+02)++7+0) 


1 1 1 


当 n 三 3 时 ,TT কলি + 


13 7 
< 
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2 4 1 


171 ] ] 13 
১17৯3 খত 7, ₹-5+(5)5+(5)++-+ (0021 = 一 
7 রি 与 ) (5) (5) 16 


6 16 8 


又 当 m>3 时 ，2 =(+D >1+CL+C2 >1+(n-D)+1l=n+1l, 


[ 另 法 提示 : ০, 5217-071+1)7 证 c, >0 且 从 第 4 项 此 数列 递增 ， 
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7 < ডি 3 +" 


-， 证 di >1 且 从 第 4 项 起 此 数列 递增 ， 


13 তে 


得 当 n 2], ৪,১৯1] 


全 


5 再 ( = 


চার 


13 1 13 
= 一 二 一 [1 ”] 
16 161 2) রি 
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对 一 切 正 整 数 n，T < ， 


例 2 数列 {a,} 满 足 a =1 


(1) 用 数学 归纳 法 证 明 এ, 


(2) 已 知 不 等 式 In(+x)<x 对 x>0 成 立 ,证明 a, <e (n 宇 1) ,其 中 无 理 数 e= 


(1) 证 明 : @@ 当 n=2 时 ，4a, =2 宇 2， 不 等 


@ 假 设 当 n= Kk(k 宇 2) 时 不 等 


/ 
那么 wo =(1+ RT pre 


=(]+ = 
n +n 


তি ] 一 


১৯2(% ৯৯2): 
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式 成 立 ， 
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da, +--01 2৯ 
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式 成 立 . 


1 . 


即 w ৯2৯৯2), 


这 就 是 说 ， 当 n=k+1 时 不 等 式 成 并 . 


根据 We@ 可 知 a, 三 2 对 所 有 nn 


(2) 证 法 一 ”由 弟 推 公式 及 (1) 的 结论 有 a, =(1+ 


两 边 取 对 数 并 利用 已 知 不 等 式 ， 得 ma smd+- 一 
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1)5+0)৮+...+03৮ 
ডি? কা রি ডি) ]， 


得 n>3 时 ，c, >0; 


2.71828.…. 


5 )a, (2 过] . 


故 Ina,, 一 Ina, 三 + 一 (n 宇 1 
0741 47 n(n +1) 30 8 
上 式 从 1 到 nn 一 1 求 和 可 得 
Ina, ~Ina, < পু 十 十 ৯৮ 
1x2 2x3 (n-l)n 2 2 
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已 
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] 1 
?,+-7৩01+ 十 
04 2 ( m+n 


+13)+Ina, Ina,+ 


1 
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n+n 2 
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1 1 
三 1] 一 一 十 (一 一 一 ) 十 … 十 
চি 


2 


n—l 


ভু. 


即 Ina, <2， 故 a, 4০207 -৯1) . 


证 法 二 


] 
07+1 Er (1 十 


令 p,=a,+1l(n 宇 2)， 则 bp,, 三 [1+ 


由 数学 归 
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纳 法 易 证 2” ৯7(7-1) 对 7 过 2 成 立 ， 故 
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2 


取 对 数 并 利 
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), + 一 <[1+ 


n(n—1) 
17২5, 2 জ]% সস], 1710৮, ++. 
lx2 2%3 
=] 1 1755 <1] 
2৮772 ০৪ 7 一 1 7 
因 b,=a,+1=3. 故 Inb,, <1+In3， 记 <enms 
故 a 


n+l 


例 3 在 数列 {a } 中 ， 


(1) 求 数列 (9,) 的 通 了 


টিন 和 Ja, + 


1) 


1 
n(n—1) 


已 知 不 等 式 ， 得 Inb,,, 10117 


] 
1(7 一 


2a 
己 知 a =2， Qn = নী 
0 
页 公式 ; 


] (% ০ 2) . 


n(n—1) 


_39(% ০৯ 2) 


(2) 求证 : w(a 1) + 2042 -D+…+a(a _1) 43. 


14106) < 100, + 
1(7 一 
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7 +1 2741 20， 
০ 一 ৮, শত bin 18, টা . Db, 一 = Lh —1) 
071 2 2 
] ৯ 与 ১৫ 。 1 7 一 n 
…b, 一 1 是 以 二 为 公 比 的 等 比 数 列 ， Bb 一 1=(b 一 D).(3)” =-(3) 
821 ৯ 
2 টা 
2 
n n 7 一] 
(2) a,(a, _1) _ 2 7 < 2 三 2 加 = 和 : 
(2° -0 (0-D02 -2 ভা ভিজি 2-1 2 -1 
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<3e-1<e，1 过 2 ， 又 显然 <e ，4, <e ， 故 q, 462 7] 2110৯. 
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7 2 一 1 


52941] লিন <3 


) 十 


